Sur les contractions de l'espace de Hilbert : IV. Dédié au 60ième anniveisaire de M. le piofessew L. Rédei by Szőkefalvi-Nagy, Béla & Foiaş, Ciprian
2 5 1 
Sur les contractions de l'espace de Hilbert. IV 
Par BÉLA SZ.-NAGY ä Szeged et CIPRIAN FOIAS à Bucarest 
Dédié au 60ième anniveisaire de M. le piofessew L. Rédei 
Le but de cet article est de montrer que toute contraction T de l'espace 
de Hilbert est la somme orthogonale1) d'une transformation unitaire 7 » et 
d'une contraction "complètement non-unitaire" et d'étudier la dilatation 
unitaire U<0) de On verra que U<0) est unitairement équivalente à une 
somme orthogonale © V{Ma) où V(Ma) désigne la multiplication par eB dans ù) 
l'espace L2(MW) des fonctions f(d) définies dans l'ensemble mesurable 
0, 2/v]. Des résultats analogues seront obtenus pour les semi-groupes 
à un paramètre de contractions. 
1. Cas d'une seule contraction 
Rappelons2) que pour toute contraction T de l'espace de Hilbert £> il 
existe une transformation unitaire U d'un espace de Hilbert R contenant fè 
comme un sous-espace, telle qu'on ait 
Tn = pr,g Un (n = 0 , 1 , 2 , . . . ) " 
et que £ soit sous-tendu par les éléments de la forme Unh (II£!Q; 
n = 0, + 1 , + 2 , . . . ) . La structure {t , U, est déterminée à isomorphie près; 
U s'appelle la dilatation unitaire de la contraction T. 
Faisons la remarque évidente que la dilatation unitaire d'une somme 
orthogonale © T d e contractions est égale à la somme orthogonale © U 
CO (0 
des dilatations unitaires correspondantes. 
Une transformation linéaire bornée T de l'espace § sera appelée com-
plètement non-unitaire si pour tout élément h=f= 0 de l'espace $ les quantités 
Il 77z||, Il T2h\\,..Il Tnh\\,...; || T*li\\, || T*h\\,..., || T*"h\\,... 
ne sont pas toutes égales à ||/z||. 
!) Ou "somme directe". 
2) Cf. les articles précédents [2—5]. 
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T li é o r è m e 1.") A toute contraction T de l'espace $ correspond une 
décomposition de ig en somme orthogonale de deux sous-espaces orthogonaux 
complémentaires !)/") et réduisant T et tels que la partie de T dans $>(") 
est une transformation unitaire 7'(,,) et sa partie dans est une contraction 
complètement non-unitaire 7'<"). Cette décomposition est unique, .£>("> étant cons-
titué des éléments h pour lesquels 
(1) | | r / * | | = p | | P o u r / / = 1 , 2 , . . . .<) 
TM et r<°> seront appelées la partie unitaire et la partie complètement 
non-unitaire de T. 
D é ni o il s t r a t i o n . Soit /7 1a dilatation unitaire de T. Envisageons 
l 'ensemble des éléments h de & vérifiant (1). Comme on a T"h = PU"h5) 
et T*n = PU'nh (11 = 0,1,2,...), et comme || U"h || = ||/i || (n=0, ± 1, ± 2 , . . . ) 
puisque U est unitaire, la condition (1) est équivalente à ce que 
U"h£<g pour /1 = 0 , + 1 , ± 2 , . . . . 
Cela veut dire que 
(2) i>(,,)= n 
- Œ 
La formule (2) met en évidence que est un sous-espace de £> qui est 
appliqué par U et par U ' 1 sur lui-même. Comme dans U co'ncide avec 
T et U'1 avec T , il en résulte que réduit T, et que la partie 7 ( , , ) de T 
dans est unitaire. La partie de T dans le sous-espace complémentaire 
soit est alors — par la définition même de £(") — complètement 
non-unitaire. Si § = £> '©£" est une décomposition quelconque de Sg en 
somme orthogonale de deux sous-espaces réduisant T, tels que la partie de 
T dans soit unitaire et la partie dans Sf complètement non-unitaire, la 
condition (1) est vérifiée pour tous les éléments de Sg' (puisque T y est uni-
taire), donc $ S et s'il y avait dans un élément h=f= 0, orthogonal 
à h devrait appartenir à la fois à et à £>", ce qui est impossible 
puisque dans $g", T est complètement non-unitaire. Donc Sg' = §(,,), ê " = £ > ( n ) , 
ce qui achève la démonstration. 
La dilatation unitaire de T est alors égale à 7 » © (7(0) oit est la 
dilatation unitaire de 7 » , définie dans un espace Cela impose le 
3) Ce théorème a été établi indépendamment aussi par M. HEINZ LANGER (Dresden), 
voir sa Note à paraître dans les Acta Math. Acad. Sci. Hung. 
4) £>(u) ou § ( 0 ) peut se réduire au seul élément 0. 
5) On désignera par P toujours la projection orthogonale sur £>, sous-espace de 
l'espace de dilatation if. 
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problème d'étudier les dilatations unitaires des contractions complètement non-
unitaires de plus près. 
Théorème 2. La dilatation unitaire U d'une contraction complètement 
non-unitaire T a son spectre absolument continu. D'une manière plus précise, 
U est unitairement équivalente à une somme orthogonale de type © V(M0>) 
oh V(Ma) désigne la multiplication par e'° dans l'espace L2(MM) des fonctions 
f(6) définies dans un ensemble mesurable M,„c [0, 2-IL]. 
D é m o n s t r a t i o n . Soient et SI les espaces de Hilbert où T et U 
27T 
sont définies et soit U=\elBdEe la décomposition spectrale de U, la fa-
0 
mille spectrale [Ee] étant choisie continue de droite et telle que £b = 
= E+o = 0 (la transformation nulle de l 'espace R). L'assertion que U a son 
spectre absolument continu veut dire que pour tout / £ 5 v la fonction numé-
rique non-décroissante ( E B f , f ) est absolument continue dans l'intervalle 
Soit {£(o)} la mesure spectrale engendrée par la famille spectrale {Eg}, 
définie pour tout ensemble borélien OQ[0,2TV], c 'est-à-dire que 
E(o)=\X(a-d)dEe 
ó 
où %(o) 6) est la fonction caractéristique de l'ensemble a. 
En désignant la mesure de Lebesgue d'un ensemble borélien o par 
m(a), montrons tout d'abord que pour un ensemble o fermé et de mesure 
m(o) = 0 on a E(o) = 0. 
Nous faisons usage à cette fin du fait qu'il existe une fonction à va-
leurs complexes u(o; X) vérifiant les conditions suivantes: elle est continue 
dans le disque fermé unité 
S» = {1: 
du plan des nombres complexes, holomorphe dans l'intérieur de S0, égale à 
1 aux points l = et0 de la circonférence pour lesquels 6 £ o, et de module 
plus petit que 1 en tous les autres points X de 5 0 . L'existence de telle fonc-
tion a été démontrée par F . et M. R I E S Z ([1], p. 36—37); ils sont partis 
d 'une construction due à F A T O U . 
On a pour tout par le théorème de Lebesgue, 
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et par conséquent 
pr.(1 [u(a; U)f -y p r * E ( o ) = B{a). 
Or on a, par le calcul fonctionnel développé dans l'article [5], 
pr«>[tt(a; i / ) ] "==[«(o ; 7)]", 
donc 
[n(a-, 7 )]" -y B(a), 
ce qui entraîne que [Z?(o)]2 = l im[«(a ; T ) f n = B(o). Comme de plus B(o) 
est une transformation autoadjointe de l'espace £>, il résulte que B(o) est une 
projection orthogonale de .£> sur un certain sous-espace i ) ( o ) 5 $ . £>(o) réduit 
T puisque, en vertu de la propriété multiplicative de calcul fonctionnel men-
tionné, on a 
T[li{a-, T)f = [a(a-, T)fT, 
ce qui donne à la limite (// —> oo) : 
TB(o) = B(o)T. 
En désignant par o e la partie de l 'ensemble a située dans l'intervalle 
[0,0], o0 sera aussi un ensemble fermé et de mesure m(og) = 0, donc 
B(oo) = pï^E(og) sera par la même raison une projection orthogonale de § 
sur un sous-espace de £). Il résulte de la relation E(oe) = E(o)EB = EoE(o) 
que E(a0) est une fonction non-drécroissante de 6 dans l'intervalle 0 ^ 0 
continue de droite et telle que E(o0) = O, E(o^e) = E(p). Ces propriétés de 
E(oS) se transmettent aussi à B(oo), donc, considéré dans {B(oè)} est 




est une transformation unitaire. Or cette transformation unitaire de est 
égale à la partie de T dans &(o); en effet on a pour h^Sg(o): 
27t •Îrt, 2n 
Th = PUh = | ' ëedPEgE(a)h=\ëedPE(ag)h = j *e w dB(o g ) / i . 
0 0 0 
La partie de T dans !Q(P) est donc unitaire. Comme T était supposée com-
plètement non-unitaire, on a nécessairement £>(CT) = (0), donc B(a) = 0 ou, 
ce qui ce qui revient au même, PE(a)P=0 (dans Cela entraîne que 
E(o)P=0 (parce que [E(o)P]*E(o)P= PE(a)P= O). Comme E(o) et U 
permutent, on a donc pour tout h £ et tout entier n 
E(o) Unh = E(o) UnPh = lflE(o)Ph = 0. 
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Vu que les éléments de la forme U" h (h 6 ÎQ, n entier) sous-tendent l 'espace 
Ë, on en conclut que E(a) = O. 
Ainsi on a démontré que pour tout ensemble fermé a de mesure m ( o ) = 0 
on a E(a) = O. 
11 s'ensuit que pour tout la fonction (Eef f ) est absolument con-
tinue. En effet, cette fonction non-décroissante engendre la mesure de Lebes-
gue—Stieltjes mt(o) = (E(o)f, f ) pour les ensembles boréliens o, donc ce 
qu'il faut montrer c'est que m(o) = 0 entraîne %(&) = 0. En cas contraire 
il y aurait un ensemble borélien a et un tels que m(o)-= 0, int(o)>0, 
et alors — en vertu de la régularité de la mesure de Lebesgue—Stieltjes — 
il y aurait aussi un ensemble fermé a' (Ç1 a) pour lequel m(o') = 0 et mf(p')> 0, 
ce qui contredit à ce que E(o') = O. 
Le reste de la démonstration est un raisonnement usuel dans la théorie 
de la multiplicité spectrale. On choisit dans R un ensemble { f a } a e Q d'élé-
ments 4=0 tels que 
J t = © aila i 
6) gi3 
désignant le sous-espace de M sous-tendu par les éléments l f " f a 
(n = 0, + 1 , + 2 , . . . ) . Ces sous-espaces réduisent U et en désignant par Ua 
la partie de U dans âlL on a U= © Ua. Soit l 'ensemble linéaire, par-
cage 
tout dense dans 9JL, formé par les sommes finies de la forme 
Cn U foy. 
n 
De la relation 
27Î 
(Uyo3!Uya) = (Un-mfa>fa)==\e«n-m)ed(EoUf„) 
o 
il s'ensuit, en posant 
p.(d) = ]fd(ËeUA)^¡dd 
et en désignant par Ma l 'ensemble des points 6 oii pa(6) existe et est =j= 0, 
que l'application 
/= ^ cn UnU ~> 2 cnemBpa(d) =f{6) n n 
de dans L2(M®) est linéaire et isométrique, de plus telle que 
(3) Uf-> e"'f(0). 
Il est a i sé de voir que les fonctions ainsi obtenues f(6) sont partout denses 
dans L2(MW), donc l'application envisagée s'étend par continuité à une ap-
plication linéaire et isométrique de 33L sur L?(Ma); la correspondance (3) 
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subsistera aussi après ce prolongement. Cela prouve que U,» est unitairement 
équivalente à la multiplication par ë" dans I}(M,,). 
Théorème 2 est ainsi complètement démontré. 
Remarquons encore que les espaces I}(M,0) étant de dimension n (puis-
sance d'un ensemble dénombrablemcnt infini) on a Dim Si a• i oii i est la 
puissance de l 'ensemble des indices £2. Comme d'autre part Dim Aiën-Dim,{), 
il s 'ensuit que a - i ^ a - D i m .£>, donc 
(4) i r - a • Dim,£>. 
Vu que chaque espace L?(MJ) peut être considéré comme un sous-espace de 
l 'espace ¿ " ( 0 , 2 n ) et que V(MÙ)®V(CMa)=V(0,2™), la dilatation unitaire 
U peut être prolongée, dans un certain espace SI', à une transformation uni-
taire U' qui est la somme orthogonale de i répliques de l 'opérateur de mul-
tiplication par ew des fonctions f(0) £ IJ(0,2n). En augmentant au besoin le 
nombre de ces répliques on peut même supposer (tenant compte de (4)) que 
leur nombre total est égal au nombre cardinal 
i ' = a - D i m 
c'est-à-dire que i ' = n si # est séparable et i ' = Dim $ si ÎQ est non séparable. 
La transformation unitaire U' obtenue vérifiera les conditions Tn = pr.g U'n 
( « - = 0, 1 , 2 , . . . ) mais en général Ë' ne sera plus déterminé par les éléments 
de la forme U'nh (h Ç fê; n = 0, ± 1, ± 2 , . . . ) . 
2. Cas d'un semi-groupe à un paramètre de contractions 
Passons à l 'étude analogue d'un semi-groupe continu {rs}s&o de con-
tractions de |> et sa dilatation unitaire {/7s}-oo<s«,o qui est un groupe continu 
à un paramètre de transformations unitaires d 'un certain espace SI ¡2 £>, tel que 
T, =-= pr.r, U, ( s = 0 ) 
et Ë est sous-tendu par les éléments de la forme Ush s réel); la 
structure {SI, Us, § } est alors déterminée à isomorphie près6). 
La dilatation unitaire d 'une somme orthogonale 0 7"S(M) de semi-
(0 
groupes continus de contraction est évidemment égale à la somme orthogo-
nale 0 Usm) des dilatations unitaires correspondantes. (0 
Un semi-groupe {r s } de transformations linéaires bornées de ,£> sera dit 
complètement non-unitaire si pour tout h £ h ^ O , au moins une des fonc-
tions \\Tsh||, | |T*h\\ de s ( 0 ^ s < ° o ) n'est pas constamment égale à ||/z||. 
«) Cf. [2—5J. 
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T h é o r è m e 3. A tout semi-groupe continu {T^s^o de l'espace £ cor-
respond une décomposition de § en somme orthogonale des deux sous-espaces 
orthogonaux complémentaires et §(0)7) réduisant les transformations Ts et 
tels que les parties de Ts dans et forment, selon les cas, un semi-
groupe unitaire {7Í' l )} et un semi-groupe complètement non-unitaire {T¿0)}„ 
Cette décomposition est unique, $<•"'> étant constitué des éléments h pour lesquels 
(5) | |Tsh\\ = ||/z|| = ||Tsh\\ pour tout s ^ O . 
{ r i ' 0 } et {7ÍJ )} seront appelés la partie unitaire et la partie complète-
ment non-unitaire du semi-groupe {Ts}. 
D é m o n s t r a t i o n . Faisant intervenir la dilatation unitaire { L Q _ œ < s < œ 
de {7;}.,: ;o on montre d'abord que l 'ensemble #(") des éléments h £ ,£> véri-
fiant (5) peut être représenté sous la forme 
$<">= il 1/-.& 
-Œ<.S Œ 
ce qui met en évidence que cet ensemble est un sous-espace de ip, appliqué 
par chaque Ut sur lui-même. On achève la démonstration tout comme celle 
du théorème 1. 
Comme un corollaire du théorème 3 on peut affirmer que la dilatation 
unitaire {i/s} de {r s} est égale à la somme orthogonale de { 7 Í 0 } et de la 
dilatation unitaire { U P } de {7Í0)}. Cela impose le problème d'étudier de plus 
près les dilatations unitaires des semi-groupes de contractions complètement 
non-unitaires. Cette étude peut être réduite au cas envisagé dans le théorème 
2 si l'on fait intervenir les cogénératices des semi-groupes en question8). 
L e m m e. La décomposition de l'espace $ qui correspond au semi-groupe 
continu de contractions {Ts}, ail sens du théorème 3, est la même que celle 
qui correspond à la cogénératrice T de ce semi-groupe, au sens du théorème 1. 
D é m o n s t r a t i o n . Soit § = §(") © £>(°) la décomposition correspondant 
à {r s } au sens du théorème 3, et soient T, T', T" les cogénératrices des 
semi-groupes {Ts}, {7Í'0}, {7^0)}; ces sont des contractions dans les espaces 
©> £)(")> selon les cas, et on a évidemment T= 7'© T". T est unitaire 
puisque le semi-groupe {Ts} est unitaire (cf. [5], th. 4); montrons que T" 
est complètement non-unitaire. En effet, si T" avait la partie unitaire 7"'("> 
non banale, c'est-à-dire définie dans un sous-espace de constitué 
non seulement de l'élément 0, alors § ( 1 ) réduirait aussi le semi-groupe {7!,(0)}, 
et la partie de { T P } dans £>(l), ayant sa cogénératrice T" ( , l ) unitaire, serait 
7) ou $>«9 peut se réduire au seul élément 0. 
«) Cf. [5], chap. 11. 
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lui-môme unitaire (cf. [5J, tli. 4), ce qui contredit à ce que {7Í 0 } est un semi-
groupe complètement non-unitaire. Par conséquent T' et T" coïncident avec 
les parties unitaire cl complètement non-unitaire de T, c. q. f. d. 
Envisageons alors un groupe continu de contractions {T1»} clans l 'espace 
£>, complètement non-unitaire. Soit {U,} la dilatation unitaire de {7S} dans 
un certain espace Soient T et U les cogénératriccs correspondantes. 
D'après le lemnie, T est une contraction complètement non-unitaire de ,£>, 
tandis que U est une transformation unitaire de il (cf. [5], th. 4). En vertu 
de la relation 
£/„ = e x p [ s ( i / + l ) ( £ / — 1)_1J 
entre le semi-groupe unitaire {Ua} et sa cogénératrice U (cf. [5], p. 35—36) 
les familles spectrales {E0} ( 0 ^ 0 e t {Fx} (— °°<x<°o) correspondant 
à U et à Us par les formules 
LLL CO 
U=\ë°dEu et Us = J é^dF* °) 
ô -<® 
sont liées l 'une à l'autre par la relation 
Fr = E2 aictg* (—<x><X<oo). 
Or, d 'après un théorème général (cf. [5], th. 5) la cogénératrice U de 
{Us} est égale à la dilatation unitaire de la cogénératrice T de {7^}. Donc 
U est la dilatation unitaire d 'une contraction complètement non-unitaire, d'où 
il résulte en appliquant le théorème 2: 
T h é o r è m e 4. La dilatation unitaire {Us} d'an semi-groupe à lin pa-
ramètre de contractions {T,), complètement non-unitaire, a son spectre abso-
lument continu. D'une manière plus précise, {/7S} est unitairement équivalent 
à ane somme orthogonale de type 0 {Vs(Ma)}, oit V,(Ma) désigne la multi-
<o£fi 
plication par eisx dans l'espace L?(Ma) des fonctions f ( x ) définies dans un en-
semble mesurable Ma £ ( — ° o ) . 
Des remarques additionnelles, analogues à celles faites à la fin du pa^-
ragraphe précédent, s 'appliquent aussi dans ce cas. 
9) On y ajoute la condition de continuité de droite de Ee et que E0 — O. 
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